Специальность 071800 (Мехатроника)

Дискретная математика

Каждая контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тонкой тетради с указанием названия работы, отчетливо записанных фамилии, имени и отчества студента, специальности и шифра. В работе указывается вариант задания и записываются условия задач. Решения должны быть подробно описаны.
Контрольная работа № 1 по дискретной математике

Для выполнения контрольной работы № 1 по дискретной математике желательно использовать следующие методические указания.

Зарецкая М.А. Множества. Операции. Отношения: Методические указания к контрольной работе № 1 по дисциплине «Дискретная математика» для студентов специальности 230105 заочной формы обучения — Магнитогорск: Изд-во Магниитогорск. гос. техн. ун-та им. Г.И. Носова, 2011. 18 с.

Другие литературные источники можно найти в библиографических списках данных методических указаний.

Специальность 071800 (Мехатроника)

ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
Контрольная работа № 1
Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 1
Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
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 делится на 64.

Задача 3. Для проведения письменного экзамена по дискретной математике надо составить 4 варианта по 7 задач в каждом. Сколькими способами можно разбить 28 задач на 4 варианта?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
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Задача 5. Даны числовые множества 
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 — множество цифр 
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Задача 6. На выставке кошек у 40% в окрасе шерсти присутствует черный цвет, у 35% — белый, у 20% — рыжий. Известно, что 10% кошек имеют в окрасе черный и белый цвет, 5% — белый и рыжий и 4% кошек имеют в окрасе черный и рыжий цвет. Также известно, что 20% кошек не имеют четко выраженного окраса. Сколько кошек трехцветного окраса шести было на выставке? У скольких кошек в окрасе был только белый цвет?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение знакомства на множестве людей,

б) отношение 
[image: image21.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image24.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image25.wmf]*

 по формуле 
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image27.wmf]*

 на множестве 
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image55.wmf]А

 и 
[image: image56.wmf]В

 аналитически, если 
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Специальность 071800 (Мехатроника)

ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
Контрольная работа № 1
Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 2

Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
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 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
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Задача 3. Сколько существует различных миноров третьего порядка у матрицы размера 
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Задача 4. Найдите коэффициент при 
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Задача 5. Даны числовые множества 
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 — множество цифр 
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Задача 6. Каждый из 45 туристов, прибывших в Мон-Сен-Мишель, свое свободное время посвятил посещению старого бенедиктинского аббатства, покупке сувениров и поеданию устриц в местном ресторанчике. Аббатство посетило 28 человек, сувениры приобрели 18, а устрицами успели полакомиться 14 человек; из посетивших аббатство лакомились устрицами 6, попробовали устриц и купили сувениры 7,посетили аббатство и купили сувениры — 4. Сколько человек успели осмотреть исторические достопримечательности, попробовать местные деликатесы и купить сувениры на память, а сколько успели только посетить аббатство?
Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение родства на множестве людей,

б) отношение 
[image: image79.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image82.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
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 по формуле 
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
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 на множестве 
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image113.wmf]А

 и 
[image: image114.wmf]В

 аналитически, если 
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Специальность 071800 (Мехатроника)

ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
Контрольная работа № 1
Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 3

Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image116.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image118.wmf]n
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Задача 3. У профессора есть три любимых каверзных вопроса. В группе 20 студентов. Профессор решил задавать каждому из студентов по одному каверзному вопросу. Сколько есть возможностей провести опрос в группе?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
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Задача 5. Даны числовые множества 
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 — множество цифр 
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Задача 6. Каждый из 54 членов Клуба Любителей Овчарок владеет немецкими, кавказскими или азиатскими овчарками. 20 владеют немецкими, 23 — кавказскими и 23 азиатскими, 4 имеют немецких и азиатских овчарок,5 — немецких и кавказских, 6 — азиатских и кавказских. У скольких членов клуба есть собаки всех трех пород? Сколько членов клуба имеют только одну породу собак?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «быть братом» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image136.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image139.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image140.wmf]*

 по формуле 
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image142.wmf]*

 на множестве 
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image170.wmf]А

 и 
[image: image171.wmf]В

 аналитически, если 
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Специальность 071800 (Мехатроника)

ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
Контрольная работа № 1
Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 4

Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image173.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image175.wmf]n
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 делится на 23.

Задача 3. Позывные американских радиостанций состоят из трех или четырех букв и начинаются с 
[image: image177.wmf]k

 или 
[image: image178.wmf]w

. Сколько может существовать различных позывных (в английском языке 26 букв)?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image179.wmf]x

 в разложении 
[image: image180.wmf]7

2

3

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

x

x

.

Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image181.wmf]А

 и 
[image: image182.wmf]В

. Найдите 
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[image: image193.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. 70 первокурсников потока АВ – 08 в качестве домашнего задания придумывали задачу на пересечение трех множеств. К помощи Интернета прибегли 25 человек, к помощи сокурсника 30 человек, самостоятельно сочиняли 47 человек. Один студент часть задачи взял с Интернета, часть списал у сокурсника, часть додумал сам, 13 человек часть взяли с Интернета, а часть додумали сами, 8 человек часть взяли с Интернета, а часть списали у сокурсника, 15 человек часть списали у сокурсника, а часть придумали сами. Сколько человек были полностью самостоятельными? Сколько человек не сделали домашнего задания?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «быть отцом» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image195.wmf]R

 на множестве 
[image: image196.wmf]{
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image198.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image199.wmf]*

 по формуле 
[image: image200.wmf]b
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image201.wmf]*

 на множестве 
[image: image202.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image229.wmf]А

 и 
[image: image230.wmf]В

 аналитически, если 
[image: image231.wmf][

)

(

]

10

;

6

,

13

;

3

=

=

В

А

.

Специальность 071800 (Мехатроника)

ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
Контрольная работа № 1
Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 5

Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image232.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image234.wmf]n
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 делится на 64.

Задача 3. В профкоме 9 человек. Сколькими способами можно выбрать из них председателя, заместителя, секретаря и культорга?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image236.wmf]4
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 в разложении 
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Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image238.wmf]А

 и 
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. Найдите 
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[image: image250.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. В жаркой-жаркой Африке на солнечном пляже все отдыхающие пьют или колу, или спрайт, или фанту; 67% пьют колу, 35% — спрайт, 31% — фанту; 10% пьют колу и спрайт, 11% — спрайт и фанту, 15% — колу и фанту. Сколько процентов отдыхающих пьют и колу, и спрайт, и фанту? Сколько процентов отдыхающих пьют только фанту?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «быть одного возраста» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image252.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image255.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image256.wmf]*

 по формуле 
[image: image257.wmf]2
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image258.wmf]*

 на множестве 
[image: image259.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image286.wmf]А

 и 
[image: image287.wmf]В

 аналитически, если 
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ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИКА
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Множества, операции, отношения
ВАРИАНТ 6

Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image289.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image291.wmf]n
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 делится на 27.

Задача 3. Сколько разных «слов» можно получить, переставляя буквы в словах а) домик, б) шалаш (под «словом» понимается любая последовательность букв)?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image293.wmf]8
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 в разложении 
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Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image295.wmf]А

 и 
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. Найдите 
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[image: image307.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. Каждый из студентов группы умеет программировать хотя бы на одном из языков C++, Python и PHP. На С++ программируют 14 человек, на Python — 10, на РНР — 12 человек; на С++ и Python программируют 6 человек, на Python и РНР — 5, на С++ и РНР — 7, а на всех трех языках программируют 4 человека. Сколько человек в группе? Сколько человек умеют программировать только на одном из этих языков?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «учиться в одной группе» на множестве студентов,

б) отношение 
[image: image309.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image312.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image313.wmf]*

 по формуле 
[image: image314.wmf]b
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image315.wmf]*

 на множестве 
[image: image316.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image343.wmf]А

 и 
[image: image344.wmf]В

 аналитически, если 
[image: image345.wmf][
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Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image346.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image348.wmf]n
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 делится на 19.

Задача 3. 15 пронумерованных биллиардных шаров разложены по шести лузам. Сколько существует способов такого разложения?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image350.wmf]5
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 в разложении 
[image: image351.wmf]9
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Задача 5. Даны числовые множества 
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 и 
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[image: image364.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. В итальянской траттории можно заказать любую из трех видов пасты: с грибами, с креветками и с тунцом, можно получить пасту «бис», когда в одну порцию вам положат любые две понравившиеся вам пасты, и «трис», когда положат все три. Каждый из 73 посетителей заказал порцию пасты; пасту с грибами ели 29 человек, с креветками — 34, а с тунцом — 32; 10 человек ели пасту с грибами и креветками, 8 — с креветками и тунцом, 7 — с тунцом и грибами. Сколько человек заказали пасту «трис»? У скольких была обычная порция с грибами?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «быть тезками» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image366.wmf]R

 на множестве 
[image: image367.wmf]{
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image369.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image370.wmf]*

 по формуле 
[image: image371.wmf]2
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image372.wmf]*

 на множестве 
[image: image373.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image400.wmf]А

 и 
[image: image401.wmf]В

 аналитически, если 
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Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image403.wmf]n

 имеет место равенство
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3

4

(

)

2

(

)

1

2

(

4

3

2

1

2

3

3

3

3

3

3

+

×

=

-

-

-

-

+

-

+

-

n

n

n

n

L

.

Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image405.wmf]n
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 делится на 19.

Задача 3. В придорожном финском ресторане можно взять обед за 12€, состоящий из напитка, салата, супа и второго, или за 8€ без второго. Сколько существует вариантов обеда за а) 12€, б) 8€, в) любого обеда, если предлагается 4 вида напитков, 2 вида супа, 6 вторых и 10 видов салата?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image407.wmf]4
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 в разложении 
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Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image409.wmf]А

 и 
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. Найдите 
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[image: image421.wmf]I

 — множество цифр 
[image: image422.wmf]{
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Задача 6. Большинство студентов считают, что учиться, развлекаться и высыпаться одновременно невозможно. Студент Смышляев решил проверить это на собственном опыте. Из 30 дней он развлекался 18, спал —15 и учился всего 12 дней, одновременно на сон и развлечение ушло 10 дней, учебу и развлечения — 8 дней, на сон и учебу — 5 дней. Только два дня соответствовало его стремлению сделать все в один день — учиться, развлекаться и спать. Сколько дней студент Смышляев бездельничал, не занимаясь ни одним из этих трех дел? Сколько дней он только добросовестно учился, забыв про все остальное?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «жить в одном городе» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image423.wmf]R

 на множестве 
[image: image424.wmf]{
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image426.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image427.wmf]*

 по формуле 
[image: image428.wmf]3
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image429.wmf]*

 на множестве 
[image: image430.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image457.wmf]А

 и 
[image: image458.wmf]В

 аналитически, если 
[image: image459.wmf][
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Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image460.wmf]n

 имеет место равенство
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Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image462.wmf]n
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 делится на 25.

Задача 3. Сколько существует различных матриц размера 
[image: image464.wmf]5
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, элементами которых служат 2 цифры, повторяющиеся по 10 раз?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
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Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image467.wmf]А

 и 
[image: image468.wmf]В

. Найдите 
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[image: image479.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. В клубе почитателей творчества Дэна Брауна организовали экскурсионные туры в Париж, Лондон и Рим по местам действия его романов. Из 40 членов клуба в Париже побывали 25, в Лондоне — 22 и в Риме тоже — 22; В Париже или Лондоне побывало 33 человека, в Париже или Риме — 32, в Лондоне или Риме — 31. Во всех трех городах побывало 10 человек. Сколько членов клуба побывало только в одном из этих городов? Сколько не ездило ни на одну из этих экскурсий?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение любви на множестве людей,

б) отношение 
[image: image481.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image484.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image485.wmf]*

 по формуле 
[image: image486.wmf](
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image487.wmf]*

 на множестве 
[image: image488.wmf]{
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image515.wmf]А

 и 
[image: image516.wmf]В

 аналитически, если 
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Задача 1. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image518.wmf]n

 имеет место равенство


[image: image519.wmf]12

)

10

11

3

)(

1

(

)

1

(

3

2

2

1

2

2

2

2

+

+

+

=

+

×

+

+

×

+

×

n

n

n

n

n

n

L

.

Задача 2. Докажите, что при любом натуральном 
[image: image520.wmf]n
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 делится на 16.

Задача 3. Сколькими способами можно распределить 4 разные конфеты между четырьмя девочками, если а) каждая должна получить по конфете, б) разрешаются любые способы распределения?

Задача 4. Найдите коэффициент при 
[image: image522.wmf]22
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 в разложении 
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Задача 5. Даны числовые множества 
[image: image524.wmf]А

 и 
[image: image525.wmf]В

. Найдите 
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б) 
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[image: image536.wmf]I

 — множество цифр 
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Задача 6. Три подруги Маша, Даша и Саша решили устроить праздник для своих однокурсников, и каждая составила свой список приглашенных. Оказалось, что у Маши и Саши в списках есть 5 общих друзей, у Даши и у Маши — трое, у Даши и у Саши — только двое, причем один из них есть и в Машином списке. Список Маши был самый длинный — 15 человек, в списке Даши — 7 человек, а у Саши — 10. Сколько гостей оказалось в общем списке? Сколько гостей есть в Машином списке, но нет в Дашином и Сашином?

Задача 7. Проверьте, являются ли заданные отношения рефлексивными, антирефлексивными, симметричными, антисимметричными, транзитивными, эквивалентными, отношениями порядка

а) отношение «быть старше по возрасту» на множестве людей,

б) отношение 
[image: image538.wmf]R

 на множестве 
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Для случая б) укажите матрицу отношения 
[image: image541.wmf]R

 и постройте граф.

Задача 8. На множестве действительных чисел задана операция 
[image: image542.wmf]*

 по формуле 
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. Проверьте, является ли она коммутативной, ассоциативной.

Задача 9. Операция 
[image: image544.wmf]*

 на множестве 
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 задана таблицей Кэли. Проверьте, является ли эта операция коммутативной, ассоциативной, существуют ли единичный и обратный элементы?
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Вычислите 
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Задача 10. Установите взаимно однозначное соответствие между числовыми промежутками 
[image: image572.wmf]А

 и 
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 аналитически, если 
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Контрольная работа № 2 по дискретной математике

«Переключательные функции. Графы»
Для выполнения контрольной работы № 1 по дискретной математике желательно использовать следующие методические указания.

Зарецкая М.А. Переключательные функции. Графы: Методические указания к работе № 2 по дисциплине «Дискретная математика» для студентов специальности 210106 заочной формы обучения. – МГТУ, 2006 г.
В последней задаче при нахождении кратчайшего пути все шаги алгоритма Дейкстры должны быть прописаны. В этих небольших задачах кратчайший путь можно определить и визуально. Ваша задача не только найти кратчайший путь, но и усвоить алгоритм.

Дополнительные указания по переключательным функциям

4. КАРТЫ КАРНО И МИНИМИЗАЦИЯ ПФ

Картой Карно для ПФ 
[image: image575.wmf]n

 переменных называется таблица, состоящая из 
[image: image576.wmf]n

2

 правильно расположенных квадратов, каждый из которых соответствует одному набору значений независимых переменных, причем соседним квадратам соответствуют наборы, отличающиеся значениями только одной переменной. Квадраты, расположенные в одном ряду по краям таблицы, также считаются соседними.

На следующих рисунках представлены карты Карно для 2, 3 и 4 переменных. Указаны наборы, соответствующие заштрихованным квадратам.
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Рис. 5. Карта Карно для двух переменных
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Рис. 6. Карта Карно для трех переменных
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Рис. 7. Карта Карно для четырех переменных

Обычно строки и столбцы, соответствующие значению 1 для некоторой переменной, выделяются фигурной скобкой с обозначением этой переменной (Рис. 8). Полезно также установить соответствие между номерами наборов и их расположением на карте Карно (Рис. 9). При другом расположении переменных порядок заполнения карты будет другим.
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Рис. 8. Обычное изображение карты Карно
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Рис. 9. Порядок заполнения карты Карно
Любую ПФ 
[image: image582.wmf]f

 можно задать с помощью карты Карно, поместив «1» в квадраты, соответствующие тем наборам, на которых ПФ равна 1, т. е. наборам 
[image: image583.wmf](
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. Квадраты с «1» назовем заполненными. После этого по карте Карно, как и по таблице истинности, можно получить СДНФ и СКНФ. Заполненный квадрат определяет элементарную конъюнкцию, содержащую каждую переменную или её отрицание. Если единицы стоят в соседних квадратах, то элементарные конъюнкции отличаются значениями одной переменной, которую можно убрать за счёт склеивания.

Чтобы получить минимальную дизъюнктивную форму по карте Карно заполненные квадраты собирают в прямоугольники, состоящие из 
[image: image584.wmf]k
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 квадратов, 
[image: image585.wmf]n
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. Каждому такому прямоугольнику соответствует один член дизъюнктивной формы, содержащей только те 
[image: image586.wmf]k
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 переменных, которые на этом прямоугольнике не меняются, причем если какая-то переменная равна 0, то она войдет в элементарную конъюнкцию с отрицанием. Минимальной форме соответствует минимальное число максимально возможных прямоугольников.
Аналогично, объединяя пустые квадраты в прямоугольники, получим члены КНФ, содержащие только те переменные, которые на этом прямоугольнике не меняются, причём если какая-то переменная равна 1, то она входит в элементарную дизъюнкцию с отрицанием.

Пример 4.1. Минимизируйте с помощью карты Карно ДНФ и КНФ для ПФ 
[image: image587.wmf])
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Решение. Заполним карту Карно для заданной ПФ 
[image: image588.wmf])
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, записав 1 в квадратах, соответствующих тем наборам переменных, на которых 
[image: image589.wmf]f

 равна 1 (Рис. 10).
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Рис. 10. Задание ПФ с помощью карты Карно
Для данной ПФ самые большие прямоугольники состоят из 4=
[image: image591.wmf]2

2

 квадратов (из 6 уже нельзя). Эти прямоугольники выделим с учётом соседства края таблицы (Рис. 11). Таких прямоугольников три. То, что они пересекаются, роли не играет. И есть один прямоугольник, состоящий из двух квадратов, который нельзя увеличить. Поэтому минимальная дизъюнктивная форма для заданной ПФ имеет вид:
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Рис. 11. Построение минимальной ДНФ
Для получения КНФ объединяем пустые квадраты в прямоугольники. Для данной ПФ пустые прямоугольники состоят, максимум, из двух квадратов, они обведены и не пересекаются (Рис. 12). Минимальная КНФ имеет вид: 
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Рис. 12. Построение минимальной КНФ
Пример 4.2. Минимизируйте с помощью карты Карно ДНФ и КНФ для ПФ
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5. АЛГЕБРА ЖЕГАЛКИНА

[image: image1.wmf]n

Любую ПФ можно записать с помощью операций: конъюнкции («и»), дизъюнкции («или») и отрицания. Но можно использовать и другие ПФ. Наш отечественный математик И.И. Жегалкин предложил использовать для записи произвольных ПФ константу 1, конъюнкцию и сложение по модулю 2 [image: image1320.wmf]z

— 
[image: image605.wmf]Å

, определяемое таблицей истинности:
Таблица 5.1. Таблица истинности для сложения по модулю 2
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Алгебра, построенная на основе этих операций, называется алгеброй Жегалкина и обладает следующими свойствами:

1. 
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Десятое свойство описывает давно знакомую дистрибутивность умножения относительно сложения, правда, сложение здесь специфическое.

Операции отрицания и дизъюнкции в алгебре Жегалкина записываются формулами:


[image: image619.wmf],

1

x

x

Å

=

                                          (1)


[image: image620.wmf],

y

x

xy

1

1

y

x

xy

1

)

1

y

)(

1

x

(

)

1

y

)(

1

x

(

y

x

y

x

Å

Å

=

Å

Å

Å

Å

=

=

Å

Å

Å

=

Å

Å

=

Ú

=

Ú


т.е.
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Если вместо переменных подставить произвольные ПФ, то равносильности сохранятся. В частности, для любых ПФ или их формул 
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 и 
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. Используя эти соображения, можно доказать, что при формальной замене в СДНФ знака дизъюнкции «
[image: image627.wmf]Ú

» на сложение по модулю 2 «
[image: image628.wmf]Å

» получится равносильная формула. В ДНФ такая замена, вообще говоря, не проходит.
Если в формуле алгебры Жегалкина раскрыть все скобки и произвести упрощения по свойствам 1 — 10, то получится формула, имеющая вид суммы конъюнкций. Такая формула называется полиномом Жегалкина. Имеет место следующая теорема.
Теорема. Для каждой ПФ существует полином Жегалкина, и притом единственный.

Особо важную роль играют ПФ, полиномы Жегалкина которых имеют вид:  
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 – константы 0 или 1. Такие ПФ называются линейными. Все ПФ от одной переменной – линейные. Среди ПФ от двух переменных линейных только две: 
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 — сложение по модулю 2, и 
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 — эквиваленция. Функция 
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 — линейная для трех и большего числа переменных.
Построить полином Жегалкина для произвольной ПФ можно несколькими способами, рассмотрим некоторые из них.

1. Записать булеву формулу для ПФ, с помощью равносильных преобразований (1) и (2) перевести ее в алгебру Жегалкина, а затем упростить.
2. В СДНФ ПФ формально заменить знак дизъюнкции «
[image: image634.wmf]Ú

» на сложение по модулю 2 «
[image: image635.wmf]Å

», убрать отрицание, а затем упростить.
3. Записать полином с неопределенными коэффициентами и найти их, подставляя все наборы значений переменных и соответствующие им значения ПФ.
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Пример 5.1. Постройте полином Жегалкина для ПФ 
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 всеми перечисленными способами.
Решение: 1. Функция представлена булевой формулой, поэтому применим закон де Моргана.
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Здесь, кроме закона де Моргана и преобразования (1), использовалось «школьное» раскрытие скобок, коммутативность, ассоциативность и приведение подобных по свойству 
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2. Составим таблицу истинности для ПФ 
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Таблица 5.2. Таблица истинности для 
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По таблице построим СДНФ:
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 и заменим «
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» на сложение по модулю 2 «
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»:
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3. Полином Жегалкина для ПФ трех переменных имеет вид:
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(3)

где 
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 − коэффициенты, подлежащие определению; 
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, если соответствующее слагаемое входит в полином Жегалкина и 
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, если − нет. Найдем эти коэффициенты, подставляя в (3) все наборы значений по порядку.
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Подставляя найденные значения коэффициентов в (3), получаем полином Жегалкина для ПФ 
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 Следует отметить, что данная функция не является линейной, т.к. в полиноме Жегалкина присутствует конъюнкция и даже не одна.

Ответ. 
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Замечание. Может показаться, что для получения полинома Жегалкина достаточно просто поменять «
[image: image677.wmf]Ú

» на сложение по модулю 2 «
[image: image678.wmf]Å

». Просто мы выбрали для примера особенную функцию. Чтобы убедиться, что в общем случае это не так, сделайте самостоятельно следующий пример.

Пример 5.2. Постройте полиномы Жегалкина для ПФ, выбирая различные способы:
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Ответ. а) 
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6. ФУНКЦИОНАЛЬНО ПОЛНЫЕ СИСТЕМЫ И БАЗИСЫ

Из построения СДНФ и СКНФ следует, что все ПФ можно получить, используя лишь некоторые из них, например, конъюнкцию, дизъюнкцию и отрицание или даже только конъюнкцию и отрицание (дизъюнкцию и отрицание).
Возможность представления любых ПФ с помощью ограниченного их числа имеет важное практическое значение при их аппаратной реализации.

Определение. Множество 
[image: image685.wmf]S

 ПФ называют функционально полной системой, если любая ПФ может быть представлена в виде суперпозиции ПФ из 
[image: image686.wmf]S

(формулой над 
[image: image687.wmf]S

).
Представление любой логической функции с помощью СДНФ и СКНФ определяет простейший пример функционально полной системы 
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— избыточная система, так как из законов де Моргана следует, что конъюнкцию можно выразить через дизъюнкцию и отрицание
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Поэтому функционально полными будут и системы 
[image: image699.wmf]{

}

-

=

å

&,

1

 и 
[image: image700.wmf]{

}

.

,

2

-

Ú

=

å


В частности, 

1. 
[image: image701.wmf];

 

y

x

y

x

=

Ú


2. 
[image: image702.wmf];

y

x

y

x

=

®


3. 
[image: image703.wmf];

 

 

~

y

x

y

x

y

x

xy

y

x

×

=

Ú

=


4. 
[image: image704.wmf]y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

×

=

Ú

=

Å


в 
[image: image705.wmf];

1

å


и
1. 
[image: image706.wmf],

y

x

xy

y

x

Ú

=

=


2. 
[image: image707.wmf]y

x

y

x

y

x

xy

y

x

Ú

Ú

Ú

=

Ú

=

~


в 
[image: image708.wmf].

2

å


Для доказательства полноты некоторой системы ПФ 
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 достаточно представить все ПФ какой-либо известной нам функционально полной системы 
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формулами над 
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. Тогда по определению функционально полной системы любая ПФ может быть представлена формулой над 
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 а каждая из ПФ 
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формулой над 
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. Следовательно, любая ПФ может быть представлена формулой над 
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Как правило, в качестве 
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. На первый взгляд может показаться, что системы 
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самые простые, однако, это не так. Есть системы, состоящие только из одной функции:
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Действительно, ПФ системы 
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ПФ системы 
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 представляются формулами над 
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Если же выразить ПФ 
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формулами над 
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 не удается, то вопрос о полноте остается открытым.
Важную роль в решение задачи о полноте системы имеют замкнутые классы функций, то есть множества ПФ, суперпозиции которых не выводят за пределы данных множеств. Например, конъюнкция конъюнкций снова конъюнкция, линейная функция от линейных функций снова линейная функция. Особую роль играют замкнутые классы 
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 — множество линейных функций,
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 — множество монотонных функций,
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— множество самодвойственных функций,
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 — множество функций, сохраняющих 0, т.е. таких, что 
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 — множество функций, сохраняющих 1, т.е. таких, что 
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Рассмотрим подробнее монотонные и самодвойственные функции.
Понятие монотонной ПФ несколько отличается от одноименного понятия в анализе. На множестве двоичных векторов или наборов значений 
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 переменных 
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 вводится отношение частичного порядка: 
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 Например, при 
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, а наборы 
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Определение. ПФ 
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 называется монотонной, если для любых двоичных 
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- мерных векторов 
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 из того, что 
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Из определения следует, что для проверки монотонности необходимо проверить все сравнимые наборы, что не всегда бывает просто осуществить. Даже для функции трех переменных надо проверить 19 пар. Поэтому могут оказаться полезными следующие подсказки.
1. Если для некоторой ПФ 
[image: image759.wmf](

)

n

1

x

...,

,

x

f

 
[image: image760.wmf](

)

1

0

...,

,

0

,

0

f

=

, а 
[image: image761.wmf](

)

0

x

...,

,

x

f

n

1

=

 для какого-нибудь набора
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, то эта ПФ уже не монотонна. Иначе, не сохраняющая 0 функция, отличная от константы 1, не является монотонной. 
2. Если для некоторой ПФ 
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 для какого-нибудь набора
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, то эта ПФ уже не монотонна. Иначе, не сохраняющая 1 функция, отличная от константы 0, не является монотонной.
Для ПФ двух переменных монотонны 0, 1, (, (, 
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 не являются монотонными.
Для проверки монотонности можно пользоваться следующим критерием:

Теорема (критерий монотонности). ПФ, отличная от 0 и 1, монотонна тогда и только тогда, когда существует представляющая ее булева формула без отрицаний (т.е. представляющая функцию формула содержит, кроме скобок, только конъюнкцию и дизъюнкцию своих переменных).

Если получить такую формулу не удается, то, возможно, что ПФ не монотонна. Чтобы это доказать, следует найти такие наборы 
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Пример 6.1. ПФ 
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 монотонна по критерию, а про функцию 
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 сразу ничего сказать нельзя, так как наличие в формуле отрицания еще не означает, что нет другой булевой формулы без отрицания. Однако 
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Если ПФ 
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Пример 6.3. Используя подходящие приемы, проверьте, являются ли монотонными следующие ПФ: 
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Ответ. а) монотонна, б) монотонна, в) не монотонна, г) не монотонна.
Определение. ПФ 
[image: image819.wmf])

...,

,

(

1

n

x

x

f

 называется самодвойственной, если 
[image: image820.wmf])

...,

,

(

)

...,

,

(

1

1

n

n

x

x

f

x

x

f

=

 для всех 
[image: image821.wmf])

...,

,

(

1

n

x

x

.

Из определения следует, что ПФ не является самодвойственной, если найдется такой набор 
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. При векторном задании ПФ самодвойственность или несамодвойственность очевидны: ПФ самодвойственна, если вектор антисимметричен относительно своей середины 
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Пример 6.4. 
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. Докажите это самостоятельно а) записав ее векторно, б) построив ПФ 
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Американским математиком Э. Постом (1897-1954) доказана следующая 

Теорема (критерий полноты). Для полноты системы ПФ 
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 необходимо и достаточно, чтобы для каждого из классов 
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, не принадлежащая этому классу. 

Пример 6.5. Проверьте, является ли функционально полной система 
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. В случае полноты выясните, является ли она базисом.
Решение. Составим таблицу, в которой будем отмечать “непринадлежность” ПФ классам, указанным в теореме Поста.

Таблица 6.1. Принадлежность ПФ замкнутым классам
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1. ПФ 
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Найдем для нее полином Жегалкина. Это можно сделать методом неопределенных коэффициентов, а можно непосредственно переписывая отрицание и дизъюнкцию через операции алгебры Жегалкина: 
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2. Функция 
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По таблице видим, что для каждого из классов нашлась ПФ, ему не принадлежащая, значит ( – функционально полная система. 
Определение. Функционально полная система называется базисом, если при удалении из нее любой ПФ, она перестает быть функционально полной.

Если из нашей системы убрать 
[image: image868.wmf]®

, то останется 0, который один не дает функционально полной системы (он принадлежит 
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); если же убрать 0, то останется 
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, которая сохраняет 1. Поэтому система ( образует базис.
Ответ. Данная система является функционально полной и образует базис.
Замечание.
1. Ранее отмечалось, что из функций двух переменных только (  и 
[image: image871.wmf]«

 линейные, поэтому нелинейность можно было определить сразу.

2. Для проверки функциональной полноты после того, как таблица заполнена для первой функции, для второй достаточно было проверить лишь принадлежность или непринадлежность ее классу 
[image: image872.wmf]1

P

. Для проверки на базис таблица просматривается полностью.

Дополнительные указания по графам
Теория графов — удобный аппарат для формализации и решения задач из самых разных областей. К ним, в частности, относятся: проектирование и исследование сетей связи, анализ электрических сетей, анализ печатных схем, задачи проектирования электрических и монтажных схем, блок-схемы программ, исследование автоматов, задачи календарного планирования, планирование и обеспечение материально-технического снабжения, поиск информации, теория информации, размещение предприятий коммунального обслуживания, теория игр, биология, генеалогия, головоломки, определение химического состава и многое другое.

Говоря нестрого, граф — это множество точек (вершин) и соединяющих их отрезков линий (ребер). Основной пример — схемы коммуникаций: дороги, авиалинии, трубопроводы и т.п.

Мы должны изучить основные понятия теории графов и некоторые задачи, связанные с ними. Терминология этого раздела дискретной математики не является общеупотребительной, она своя у разных авторов. Мы будем придерживаться определений из [6]. Если вы пользуетесь другими пособиями, сравнивайте, какие понятия совпадают с [6], а какие отличаются. Рассмотрим эти понятия на примерах.

[image: image1322.wmf]y

Пример. Дан граф G:

1. Определить степени всех вершин графа.

2. Записать матрицу смежности вершин 
[image: image873.wmf])
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3. Записать матрицу инцидентности 
[image: image874.wmf])
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.

4. Указать мосты и точки сочленения, если они есть.

5. Проверить, является ли граф эйлеровым.

6. Проверить, является ли граф гамильтоновым.

7. Проверить, является ли граф двудольным. Если да, указать подмножества V1 и V2.
8. Записать какой-нибудь маршрут от 
[image: image875.wmf]1
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 до 
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.

9. Указать какой-нибудь простой цикл.

10. Построить дерево, покрывающее граф.

Решение. 1.Степенью 
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 и т.д. Составим таблицу.
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2.Матрица смежности вершин.


[image: image897.wmf])

(

)

(

1

ij

a

G

A

=

, где 
[image: image898.wmf]n

n

j

i

,

,

1

,

=

 — число вершин, 
[image: image899.wmf]ij

a

 равно количеству рёбер, соединяющих вершины 
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Если граф не содержит кратных рёбер и петель, то 
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В нашем примере 
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3.Матрица инцидентности 
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Так для графа G 
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4. В графе можно удалять рёбра и вершины. Если удаляется ребро, то все вершины сохраняются, если же удаляется вершина, то удаляются все инцидентные ей рёбра. Вершина, при удалении которой число компонент связности увеличивается, называется точкой сочленения.

Ребро с таким свойством называется мостом.

В графе G точками сочленения являются вершины 
[image: image922.wmf].

,

,

8

5

2

v

v

v

 Действительно, при удалении вершины 
[image: image923.wmf],

2

v

 связный граф G превращается в две компоненты,

[image: image1323.wmf]y

так как удаляются рёбра 
[image: image924.wmf]1

е

, 
[image: image925.wmf]2

е

, 
[image: image926.wmf]3

е

. Аналогично при удалении 
[image: image927.wmf],

8

v

  получается вершина 
[image: image928.wmf],

9

v

 и связный граф.

При удалении 
[image: image929.wmf]5

v

 получим

[image: image1324.wmf]y


Мостами являются рёбра 
[image: image930.wmf]1

е

 и 
[image: image931.wmf]11

е

.

5. Необходимым и достаточным условием эйлеровости графа является его связность и четность степеней всех вершин. Так как в графе G есть вершины степени 3 и 1, то он не является эйлеровым.

6. Критерия гамильтоновости графа не существует. Однако при наличии висячих вершин (вершин степени 1), мостов или точек сочленения граф гамильтоновым не будет. В графе G есть и висячие вершины, и мосты, и точки сочленения. Следовательно, граф не является гамильтоновым.

7. Необходимым и достаточным условием двудольности графа является отсутствие в нём циклов нечётной длины. В графе G есть циклы длины 3: 
[image: image932.wmf]6
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7
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v

v

v

v

-

-

-

 и 
[image: image933.wmf]6
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7

6

v

v

v

v

-

-

-

. Следовательно, граф G не является двудольным.

Если бы нам был дан граф G1,[image: image1325.wmf]x

 полученный из G удалением ребра e8, то он был бы двудольным. В G1 ко множеству V1 отнесём вершину 
[image: image934.wmf],

1

v

 обведём её кружочком, смежную с ней вершину 
[image: image935.wmf]2

v

 отнесём ко множеству V2, смежные 
[image: image936.wmf]2

v

 вершины 
[image: image937.wmf]3

v

 и 
[image: image938.wmf]4

v

, отнесём к V1 и обведём кружочком и т.д. Данный двудольный граф удобно изобразить иначе, выделяя множества V1 и V2.

[image: image1326.wmf]x


8. Маршрутом от v1 до v9 в графе G может служить последовательность рёбер: (
[image: image939.wmf]1

е

, 
[image: image940.wmf]2

е

, 
[image: image941.wmf]4

е

, 
[image: image942.wmf]7

е

, 
[image: image943.wmf]8

е

, 
[image: image944.wmf]9

е

, 
[image: image945.wmf]11

е

).

9. Простым циклом может служить (
[image: image946.wmf]2

е

, 
[image: image947.wmf]4

е

, 
[image: image948.wmf]5

е

, 
[image: image949.wmf]3

е

), или (
[image: image950.wmf]6

е

, 
[image: image951.wmf]7

е

, 
[image: image952.wmf]8

е

) или (
[image: image953.wmf]6

е

, 
[image: image954.wmf]9

е

, 
[image: image955.wmf]10

е

, 
[image: image956.wmf]7

е

).

10. Граф G содержит n=9 вершин и m=11 рёбер. Чтобы получить дерево, покрывающее граф (а дерево содержит рёбер на единицу меньше чем вершин, т.е. 8), удалим 11—8=3 ребра, входящие в циклы так, чтобы граф оставался связным, например: 
[image: image957.wmf]4

е

, 
[image: image958.wmf]6

е

, 
[image: image959.wmf]9

е

.

[image: image1327.wmf]x

Получим дерево, покрывающее граф:

Можно получить и другие деревья, покрывающие граф G.

Пример. Дан орграф G.

1. Построить матрицу смежности вершин 
[image: image960.wmf])

(

1

G

A

.

2. Построить матрицу инцидентности 
[image: image961.wmf])

(

2

G

A

.

[image: image1328.wmf]x

3. Проверить, является ли граф эйлеровым. Если да, построить эйлеров цикл

.

Решение. 1. В матрице смежности 
[image: image962.wmf])

(

1

G

A

 для ориентированного графа элемент 
[image: image963.wmf]ij

a

 равен количеству дуг с началом в вершине 
[image: image964.wmf]i

v

 и концом в вершине 
[image: image965.wmf]j

v

. В частности, для графа G 
[image: image966.wmf]0

=

ii

a

 для i=1, 2, 4, 
[image: image967.wmf]1

33

=

a

, так как в вершине 
[image: image968.wmf]3

v

 имеется петля 
[image: image969.wmf]3

е

. Элементы 
[image: image970.wmf]1

41

14

=

=

a

a

, так как вершины 
[image: image971.wmf]1

v

 и 
[image: image972.wmf]4

v

 соединены двумя противоположно направленными дугами. В остальных случаях 
[image: image973.wmf]ji

ij

a

a

¹

.

                         
[image: image974.wmf].
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2. В матрице инцидентности 
[image: image975.wmf])
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 ориентированного графа G
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В частности для матрицы инцидентности 
[image: image977.wmf])
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2

G

A

 графа G 
[image: image978.wmf]2

33

=

a

, так как 
[image: image979.wmf]3

е

 петля, инцидентная 
[image: image980.wmf]3

v

, 
[image: image981.wmf]0

13

=

a

, так как дуга 
[image: image982.wmf]1

е

 не инцидентна 
[image: image983.wmf]3

v

, 
[image: image984.wmf]1

11
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=

a

, так как 
[image: image985.wmf]1

v

-начало 
[image: image986.wmf]1

е

, а 
[image: image987.wmf]1

12

=

a

, так как 
[image: image988.wmf]2

v

 — конец 
[image: image989.wmf]1

е

 и так далее.


[image: image990.wmf].
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3. Необходимым и достаточным условием эйлеровости орграфа является его связность и равенство степеней 
[image: image991.wmf])

(

1

v

r

 и 
[image: image992.wmf])

(

2

v

r

 для каждой вершины 
[image: image993.wmf]v

графа.

Здесь 
[image: image994.wmf])

(

1

v

r

-количество дуг инцидентных 
[image: image995.wmf]v

, для которых 
[image: image996.wmf]v

 является началом, а 
[image: image997.wmf])

(

2

v

r

- количество дуг, инцидентных 
[image: image998.wmf]v

, для которых 
[image: image999.wmf]v

 является концом.

Для графа G 
[image: image1000.wmf]2

)

(

1

1

=

v

r

, а 
[image: image1001.wmf]1

)

(

1

2

=

v

r

, поэтому орграф не является эйлеровым.

Пример. Дан граф G

[image: image1329.wmf]x


1. Построить минимальное соединение графа и найти его вес.

2. Используя алгоритм, найти кратчайший путь от 
[image: image1002.wmf]1

V

 до 
[image: image1003.wmf]10

V

.

Решение. 1. Для построения минимального соединения, то есть дерева, покрывающего граф и имеющего наименьший вес, используем правило экономичности или алгоритм Крускала.

І) Выбираем ребро с наименьшим весом, например: 
1) 
[image: image1004.wmf]4

1

V

V

-

.

ІІ) Из оставшихся ребер выбираем ребро с наименьшим весом так, чтобы с уже отобранным оно не образовала цикл.

Выбираем ребра 2) 
[image: image1005.wmf]6

3

V

V

-

; 

 3) 
[image: image1006.wmf]7

6

V

V

-

; 

 4) 
[image: image1007.wmf]8

5

V

V

-

;

 5) 
[image: image1008.wmf]10

8

V

V

-

.

Ребер с весом 1 больше нет. Выбираем ребра с весом 2 так, чтобы не получилось цикла:

 6) 
[image: image1009.wmf]2

3

V

V

-

;

теперь взять 
[image: image1010.wmf]6

2

V

V

-

 уже нельзя – получается цикл.

7) 
[image: image1011.wmf]7

4

V

V

-

.

Ребра с весом 2 также закончились. Выбираем ребра с весом 3 так, чтобы не получалось цикла.

8) 
[image: image1012.wmf]9

7

V

V

-

;

9) 
[image: image1013.wmf]5

2

V

V

-

.

ІІІ) Как только количество отобранных ребер должно быть на одно меньше числа вершин, отбор прекращается. Полученное дерево является минимальным соединением.
[image: image1330.wmf]y

Вес минимального соединения графа G


[image: image1014.wmf].
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2. Найдем кратчайший путь от 
[image: image1015.wmf]1

V

 до 
[image: image1016.wmf]10

V

, используя алгоритм Дейкстры, основанный на присвоении меток вершинам и пересчете меток; получаемые при этом постоянные метки и есть длины кратчайших путей.

I. Присвоим вершине 
[image: image1017.wmf]1

V

 (начальной) метку 
[image: image1018.wmf]0
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V

l

 и будем считать ее постоянной, а всем остальным вершинам — метки 
[image: image1019.wmf]¥

, их будем считать временными. Положим 
[image: image1020.wmf])
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 — множеству вершин, смежных с 
[image: image1021.wmf]p

 и имеющих временные метки.

II. Для всех вершин 
[image: image1022.wmf])
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 меняем метки по правилу: 
[image: image1023.wmf])).
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III. Среди всех вершин с временными метками находим 
[image: image1024.wmf]*

i

V

, метка которой минимальна и делаем ее постоянной; 
[image: image1025.wmf]*

i

V

p

=

.

IV. Возвращаемся к II до тех пор, пока вершина 
[image: image1026.wmf]10

V

 (конечная) не получит постоянной метки. Постоянные метки вершин и дают длины кратчайших путей от 
[image: image1027.wmf]1

V

 до этих вершин.

V. Для построения самого пути движемся в обратном направлении от конечной вершины к начальной по убыванию меток так, чтобы разница между метками смежных вершин равнялась длине ребра.

На множестве вершин, смежных с 
[image: image1028.wmf]10

V

, найдем такую 
[image: image1029.wmf]1
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, что


[image: image1030.wmf])

,

(

)

(

)

(

10

10

1

1

V

V

l

V

V

P

P

+

=

l

l

.     (1)

Аналогично, на множестве вершин, смежных с 
[image: image1031.wmf]1

P

V

, найдем такую 
[image: image1032.wmf]2
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V

, что 
[image: image1033.wmf])
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, и так далее.

После некоторого числа шагов вершина 
[image: image1034.wmf]k

P

V

 совпадает с вершиной 
[image: image1035.wmf]1

V

, путь 
[image: image1036.wmf])
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 — кратчайший, а его длина 
[image: image1037.wmf])
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.
Решим задачу по алгоритму Дейкстры (каждый шаг — присвоение одной постоянной метки). 

[image: image1038.png]
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)

(

1

=

V

l

.




          
[image: image1040.wmf]0
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 — постоянная метка.
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 — временные метки.
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[image: image1045.wmf].
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Метка 
[image: image1046.wmf]1
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 — наименьшая из всех временных меток, делаем ее постоянной.
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[image: image1051.wmf].
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Наименьшие из всех временных меток имеют вершины 
[image: image1052.wmf]3

V

 и 
[image: image1053.wmf]7
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. Выбираем, например, 
[image: image1054.wmf]3

V

.

[image: image1055.wmf]3

)

(

3

=

V

l

 — постоянная метка.
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[image: image1058.wmf]4
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Метки не изменились, наименьшей из всех временных осталась метка 3, принадлежащая вершине 
[image: image1059.wmf]7
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.
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 — постоянная метка.
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Задача 5. Дан граф.
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1. Определить степени всех вершин графа.
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Задача 5. Дан граф.
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